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ВСТУП
Всякий коливальний процес є еволюційним у часі. Природним апаратом для опису таких процесів служать диференціальні рівняння. Однак останнім часом для тих же цілей стали використовувати іншу математичну техніку – дискретні (точкові) відображення.

Еволюцію, що описується дискретними відображеннями, зручно представляти у вигляді дискретної динамічної системи
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Еволюційний процес зазвичай має дві стадії: перехідний процес і його результат – деякий усталений рух (кордони між цими стадіями визначається точністю обчислень). Найпростішим варіантом розвитку подій є такий, коли 
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 встановлюється постійною, рівною деякому числу. Очевидно, що для відображення (1) ця ситуація приводить до співвідношення 
[image: image3.wmf]()
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. У такому випадку говорять, що відображення має нерухому точку.
Сталі режими можуть носити і більш складний, коливальний характер. Наприклад, представлятися послідовністю 
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. У цьому випадку говорять, що відображення має цикл періоду 2. Можливі цикли і інших періодів. Більш того, може виникнути нерегулярний в часі процес – динамічний хаос. 

Для вивчення дискретних динамічних систем широко використовуються комп'ютерні програми, які дозволяють обчислювати числові характеристики цих систем, візуалізувати їх фазовий простір і тим самим допомагати в їх дослідженні. Створення такої програми і присвячене дане дослідження.
РОЗДІЛ 1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТЕОРІЇ ТОЧКОВИХ ВІДОБРАЖЕНЬ
1.1. Основні визначення теорії точкових відображень

Моделлю дискретної динамічної системи в найпростішому одновимірному випадку може служити автономне різницеве рівняння:
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, n = 0, 1, 2,…,                                          (2)
де 
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 – змінна величина, що характеризує стан системи в n-й момент дискретного часу, 
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 – деяка функція. Вважається, що функція визначена в області 
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 (обмеженою або необмеженою, 
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) і має область значень в 
[image: image10.wmf]D

.
Рівняння (2) ще називають рекурентним рівнянням 1-го порядку або одновимірним дискретним відображенням.
Визначення 1.  Рішенням рівняння (2) називається числова послідовність 
[image: image11.wmf]{
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, n = 0, 1, 2,…,  члени якої задовольняють рівнянню (2).
Послідовність, яка є рішенням рівняння (2), часто називають траєкторією або орбітою, що стартує з точки x0.
Визначення 2. Рішення рівняння (2) виду 
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, n = 0, 1, 2,…, називається стаціонарним, а точку 
[image: image13.wmf]*
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 – становищем рівноваги (або точкою спокою, стаціонарної точкою, нерухомою точкою).
Часто дослідження рівняння (2) пов'язано з отриманням відповіді на такі питання: як поводяться з ростом часу окремі рішення рівняння і як вони залежать від зміни початкових даних.
1.2. Стійкість нерухомих точок 

 Для нерухомих точок відображення (2) справедливо умова 
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. Якщо намалювати залежність
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, то нерухомі точки лежатимуть на перетині 
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з діагоналлю першої і третьої координатних чвертей. Динаміку системи зручно простежити графічно за допомогою сходів Ламерея (рис. 1).

Теорема  Стійкість нерухомої точки 
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 одновимірного відображення 
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 визначається умовою: 
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Доказ. Дійсно, якщо значення
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 знаходиться в околиці нерухомої точки 
[image: image21.wmf]*

x

, Справедлива рівність:
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де 
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 – мала величина. якщо точка
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 стійка, то з ростом номера послідовності n величина 
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 повинна зменшуватися. Запишемо співвідношення (2) з урахуванням (3) і розкладемо праву частину в ряд Тейлора:
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Останнє наближене рівність виконується тим точніше, чим менше прирощення
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. отримуємо:
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Отже, для того щоб
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 має виконуватися нерівність:
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Це і є умова стійкості нерухомих точок
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 відображення (2).

При  
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 стан рівноваги буде нестійка. При 
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 відбуваються біфуркації.
1.3. Монотонні відображення
Розглянемо найпростіший випадок монотонних одновимірних відображень, тобто відображень, що задаються монотонно зростаючої або спадною функцією 
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Для монотонно зростаючої функції сходи Ламерея або монотонно сходиться до стійкої нерухому точку, якщо 
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, або монотонно розходиться, якщо нерухома точка нестійка 
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, або зовсім немає нерухомих точок (рис. 1).

[image: image37.png]



Рис. 1. Сходи Ламерея в разі монотонно зростаючої функції  f(x) поблизу стійкої нерухомої точки 0 (а), нестійкою нерухомою точки 0 (б) і під час відсутності нерухомих точок (в)

Для монотонно спадної функції розрізняють такі ситуації: 

1. Нерухома точка завжди існує і може бути як стійкої, так і нестійкою. Сходи Ламерея виглядають в цьому випадку як ламана спіраль (рис. 2). Звідси назва спіраль Ламерея або павутинна діаграма.
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Рис. 2. Спіраль Ламерея в разі монотонно спадної функції f(x) поблизу стійкої нерухомої точки (а) і нестійкою нерухомою точки (б)
2. На чималій відстані від нерухомої точки можуть виникати так звані циклічні точки. У найпростішому випадку циклічні точки являють собою пару точок, що задовольняє співвідношенням (рис. 3)
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Для існування пари циклічних точок функція 
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десь далеко від нестійкою нерухомою точки повинна бути досить пологої. Якщо функція має кілька чергуються ділянок з великою і малою крутизною, то можливе існування декількох пар циклічних точок.

Для монотонних функцій інших динамічних режимів немає.

Пара циклічних точок являє собою аналог граничного циклу в системах з неперервним часом і називається 2-цикл (довжина циклу або, по-іншому, порядок циклу рівні 2).

1.4. Цикли одновимірних дискретних динамічних систем і їх стійкість
У більш складних відображеннях може бути більше циклічних точок, наприклад k-точок. Такий цикл називається k-цикл:
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Іноді нерухому точку називають 1-цикл.
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Рис. 3. Початок координат є нестійкою нерухомою точкою.

Спіраль Ламерея намотується на 2-цикл

При вивченні складних динамічних систем часто виявляється зручним застосування, поряд з відображенням 
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, Похідних від нього, так званих ітерованих відображень 
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Наприклад, дворазово ітерованих відображення 
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Ітерованих відображення володіють наступними родовими ознаками (тобто властивостями, отриманими від попередніх відображень):

1. Існування, стійкість і нестійкість нерухомих точок. 

2. Властивість точок бути екстремумів (але не саме максимумом або саме мінімумом) відображення. 

Використовуючи ітерованих відображення, легко встановити критерій стійкості  k-циклів. 

Нехай, наприклад, цикл складається з двох точок 
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 Кожна з точок є нерухомою точкою дворазово ітерованих відображення
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Точка є стійкою точкою відображення 
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, Якщо в цій точці 
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Тоді за правилом диференціювання складної функції маємо
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Звідки випливає критерій стійкості 2-циклу
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В силу симетрії вираження обидві точки одночасно стійкі або нестійкі. 

Аналогічно для k-циклу отримуємо критерій стійкості k-циклу
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1.5. Унімодальне відображення. Сценарій переходу до хаосу через нескінченний каскад біфуркацій подвоєння періоду

Відображення 
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 з єдиним максимумом називається унімодальне відображенням.
Прикладом унімодального відображення є логістичне рівняння 
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або рівнянням Ферхюльста.
Відповідно до теорії універсальності Фейгенбаума, все гладкі унімодальне відображення 
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, задані на відрізку [0,1] і задовольняють умові негативності похідною Шварца функції 
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 на цьому відрізку
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поводяться подібно логістичного відображення і мають наступні універсальними властивостями:

1. Відстань між двома послідовними точками каскаду біфуркацій подвоєння періоду 
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 з ростом номера n зменшується, причому
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де 
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 називається універсальною константою Фейгенбаума.

2. Біфуркаційні значення параметрів ап сходяться до параметру 
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a

. Швидкість сходження визначається універсальної константою Фейгенбаума:
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При 
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 число періодичних точок стає нескінченним. Це значення залежить від конкретного виду відображення. Для логістичного відображення
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 = 3,57.

3. 
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-цикли, що містять точку 
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, при якій унімодальне функція має максимум (
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для логістичного відображення) називаються надстійкими циклами. Для таких циклів показник Ляпунова
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 до найближчої до неї точки на надстійкості 
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де 
[image: image75.wmf]a

- універсальний масштабний множник.
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Рис. 4. Фазопараметрічна діаграма біфуркацій в логістичному відображенні (а) і залежність характеристичного показника Ляпунова від керуючого параметра (б)

Фазопараметрічна діаграма, що відбуваються в таких відображеннях біфуркацій, представлена ​​на рис. 4. По осі ординат відкладаються точки, що лежать на стійких 
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-цикли (нестійкі точки для полегшення сприйняття діаграми тут не вказуються), а по осі абсцис – значення параметру r. Подібну діаграму іноді образно називають поваленим фіговим деревом.

Як показано на рис. 4 б, за точкою біфуркації
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реалізується хаотичний режим. Таким чином, згідно зі сценарієм переходу до хаосу Фейгенбаума, динамічний хаос виходить як межа каскаду подвоєння періоду: хаос є 
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РОЗДІЛ 2. ПРОГРАМА KASKAD
В ході виконання роботи для дослідження одновимірних дискретних динамічних систем з одним параметром була написана програма Kaskad на мові програмування Python для операційної системи Windows.
За допомогою програми можна дослідити базові характеристики дискретної динамічної системи, а саме:
1) знаходити нерухомі точки,
2) точки граничних циклів,
3) показник Ляпунова,
4) фазовий простір та біфуркаційну діаграму.
Програма складається з двох файлів: виконуваного файлу Kaskad.exe та файлу з параметрами (текстового) params.ini.
Структура файлу params.ini наступна:
	ПАРАМЕТРИ
	ПОЯСНЕНЯ

	f(x)=4*r*x*(1-x)
	f(x) – функція, що задає динамічну систему

	xmin=0
	[xmin, xmax] – відрізок, для якого будується функція та її композиції (m – порядок композиції)

	xmax=1
	

	x0=0.1
	початок траєкторії (начальне значення)

	rmin=0
	[rmin, rmax] – відрізок, по якому параметр r змінюватиметься з кроком rstep

	rmax=1
	

	rstep=0.1
	

	n=1000
	кількість ітерацій розрахунку функції при побудові біфуркаційної діаграми (за замовчуванням дорівнює 1000)

	l=20
	кількість останніх ітерацій, що відображаються на графіку біфуркації (за замовчуванням дорівнює 20)

	k=30
	кількість точок, що відображаються на графіку фазового простору

	0
	кінець параметрів, далі коментарі


Параметр m – порядок композиції, задається при роботі програми для знаходження циклів відповідних порядків.
Всі графіки можна масштабувати та зберігати в зручному графічному форматі. Підведення курсору до точки показує її координати.
Для прикладу запустимо програму для двох систем:
а)  
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Почергово вводимо ці функції, значення параметру r, проміжок значень та шаг зміни параметру r, за запитом програми та запускаємо її. У консолі бачимо такий результат:
	а
	[image: image85.png]£(x) = rx/(1+x"2)
Parameter symbol: r

Left limit r: 0

Right limit r: 2

Step: 0.1
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Parameter symbol: r

Left limit r: 0

Right limit r: 1

Step: 0.01
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Також, додатково, бачимо вікна з графіками:
	а
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Рис. 5. Результати роботи програми Kaskad для функцій: а) 
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У консолі бачимо початкові дані та показник Ляпунова.
У вікні з графіками (рис. 5) наведено:
	Залежність функції та композиції другого порядку функції від x
	Фазопараметричний простір (x, r)

	1-3 графіків наближень xn


Код програми наведено у додатку А.
ВИСНОВКИ
Отже, динамічна система – математична абстракція, призначена для опису і вивчення систем, що еволюціонують з часом. Прикладом можуть служити механічні системи або процеси іншої природи.
В ході виконання наукової роботи досліджувалися дискретні одновимірні динамічні системи.
Для цього була написана програма, мовою програмування Python, яка за допомогою бібліотеці візуалізації matplotlib.pyplot графічно відображає різні процеси, а саме:
· графіки функції,
· біфуркаційну діаграму,
· фазовий простір дискретної системи.
За допомогою програми можна дослідити базові характеристики системи: граничні цикли, нерухомі точки, біфуркацію, показник Ляпунова, наближення функції.
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ДОДАТОК А

Код застосунку:

import math

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import sympy as sym

import random

func = input('f(x) = ')

func = func.replace("x", "*x").replace('(', '*(').replace("(*", "(").replace("**", "*").replace("+*", "+").replace("-*", "-").replace('/*', '/').replace('^', '**')

r = input('Parameter symbol: ')

func = func.replace("r", "*r").replace('(', '*(').replace("(*", "(").replace("**", "*").replace("+*", "+").replace("-*", "-").replace('/*', '/').replace('^', '**')

if func[0] == "*":

    func = func[1:]

#print(func)

def y(x):

    return x

exec("f = lambda x, r: " + func)

def ff(x, r):

    return f(f(x, r), r)

def df(t, r):

    x = sym.Symbol('x')

    return sym.lambdify(x, sym.diff(f(x, r)))(t)

x = sym.Symbol('x')

r = sym.Symbol(r)

left_r = float(input('Left limit r: '))

right_r = float(input('Right limit r: '))

step_r = float(input('Step: '))

rt = 3

r1 = [xi for xi in sym.solve(sym.Eq(f(x, rt),x),x) if (complex(xi).imag == 0) and  xi > 0]

r2 = [xi for xi in sym.solve(sym.Eq(f(f(x, rt), rt),x),x) if (complex(xi).imag == 0) and xi > 0]

rs = [r1, r2]

a = math.floor(min(r1+r2))

b = math.ceil(max(r1+r2))

xn = np.arange(a-1,b+1,0.01)

yn = f(xn, rt)

yyn = f(yn, rt)

fs = [[xn, yn], [xn, yyn]]

funcs = [[y, f], [y, ff]]

fig, axs = plt.subplots(1, 2)

axs[0].set_title('x, f(x), f(f(x)), ' + str(r) + '=3')

axs[0].set_xlabel('x')

axs[0].set_ylabel('f')

axs[0].plot(xn, xn)

axs[0].plot(xn, yn)

axs[0].set_xlim(0, float(xn[-1]))

axs[0].set_ylim(0, math.ceil(max(float(yn[-1]), float(yyn[-1]))))

axs[0].grid()

axs[0].plot(xn, yyn)

axs[1].grid()

oord = [[] for i in range(20)]

absc_r = np.arange(left_r, right_r + step_r, step_r)

lim_loops = [[] for i in range(len(absc_r))]

i = 0

axs[1].set_title('Bifuracation')

axs[1].set_xlabel('r')

axs[1].set_ylabel('x')

for r_r in absc_r:

    xt = []

    x0 = 0.1

    xk = x0

    xk1 = xk

    d = 0

    absc = []

    while d < 1000:

        xt.append([r_r, f(xk, r_r)])

        if d > 979:

            lim_loops[i].append((round(f(xk, r_r), len(str(step_r))), r_r))

            oord[d-980].append(f(xk, r_r))

        xk = f(xk, r_r)

        d += 1

    i += 1

rs = []

for lim_loop in lim_loops:

    lim_loop = list(set(lim_loop))

    if 1 < len(lim_loop) < 4:

        if len(rs) > 2:

            break

        rs.append(lim_loop[0][1])

for yi in oord:

    axs[1].plot(absc_r, yi)

fig.show()

fig1, axs1 = plt.subplots(1, len(rs), squeeze=False)

x0 = 0.1

for i in range(len(rs)):

    d = 0

    xk = x0

    while d < 40:

        axs1[0][i].plot(d, xk, 'ro')

        axs1[0][i].set_title('x(k)')

        axs1[0][i].set_xlabel('k')

        axs1[0][i].set_ylabel('x')

        xk = f(xk, rs[i])

        d += 1

fig1.show()

i = 0

s = 0

k = 1000

x0 = 0.3

xk = x0

xk1 = xk

xt = 0

while i < 1000:

    xk = x0

    s += math.log(df(xk, rt))

    i += 1

    xk = f(xk, rt)

print("Показник Ляпунова: ", s/1000)
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